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âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2015. � 5 3ÌàòåìàòèêàÓÄÊ 519.21 �ÀÓÑÑÎÂÑÊÈÅ ÊÎÏÓËÜÍÛÅ Â�ÅÌÅÍÍÛÅ �ßÄÛÑ ÒßÆÅËÛÌÈ ÕÂÎÑÒÀÌÈ È ÑÈËÜÍÎÉ Â�ÅÌÅÍÍÎÉ ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜÞÀ.E. Ìàçóð1, Â.È. Ïèòåðáàðã2Â ðàáîòå îïèñàí êëàññ �óíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X = f(ξ), ãäå ξ �ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ìàêñèìàëüíîãî ïðè-òÿæåíèÿ Ôðåøå. Äëÿ �óíöèé èç ýòîãî êëàññà äîêàçàíà ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ìàêñèìóìàïîñëåäîâàòåëüíîñòè X(k) = f(ξk), ãäå ξk � ãàóññîâñêàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüñ ìåäëåííûì óáûâàíèåì êîððåëÿöèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîïóëà, ãàóññîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îáëàñòü ìàêñèìàëüíîãî ïðè-òÿæåíèÿ Ôðåøå, ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ìàêñèìóìà.A 
lass of fun
tions f is des
ribed for whi
h the random variable X = f(ξ), where ξ is astandard normal random variable, belongs to Fr�e
het maximum domain of attra
tion. For any
f from this 
lass, a limit theorem for the maximum of the sequen
e X(k) = f(ξk), k = 1, 2, . . . ,is proved, where ξk is a Gaussian stationary sequen
e with a slowly de
reasing 
orrelation.Key words: 
opula, Gaussian sequen
e, Fr�e
het maximum domain of attra
tion, limittheorems for maximum.1. Ââåäåíèå. Ìîäåëè âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè îäíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñèëüíîé âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ (áîëüøèì ðàäèóñîì êîððåëÿöèè) ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëå-äîâàíèè �èíàíñîâûõ è ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ, â çàäà÷àõ ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè [1�4℄. Îáû÷íî âêà÷åñòâå ìîäåëåé ïðèìåíÿþòñÿ óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàçëè÷íûå òèïû ïðåîáðàçîâàíèé äðîá-íîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ [2, 4, 5℄. Â òî æå âðåìÿ èìåþòñÿ è äðóãèå õîðîøî èçó÷åííûå ìîäåëèñëó÷àéíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ñèëüíîé âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ãàóññîâ-ñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îäíàêî ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ëåãêèé ñóïåðýêñïîíåíöèàëüíûéõâîñò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé äëÿ âûøåóïîìÿíóòûõ äàí-íûõ. ×òîáû èñïîëüçîâàòü â ýòîé ñèòóàöèè âñå âîçìîæíîñòè õîðîøî ðàçâèòîé òåõíèêè èññëåäîâàíèÿãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, ìîæíî ïðèáåãíóòü ê íåëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì �àçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà, ò.å. ê êîïóëàì. Íàïðèìåð, â [6℄ ãàóññîâñêèå êîïóëû ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ õåäæèðîâàíèÿè ïðîãíîçà äîõîäíîñòè ïðè íàëè÷èè áîëüøîãî ÷èñëà �àêòîðîâ è ìàëîãî ÷èñëà íàáëþäåíèé. Çà-âèñèìîñòü ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé îò ìàëîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ è âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿñèëüíîé çàâèñèìîñòè èãðàþò çäåñü ñóùåñòâåííóþ ðîëü.Ïîä ãàóññîâñêèì êîïóëüíûì âðåìåííûì ðÿäîì ìû ïîíèìàåì ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

X(k) = f(ξk), k = 1, 2, . . . , ãäå ξk � ãàóññîâñêàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íóëåâûì ñðåä-íèì, åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è êîâàðèàöèîííîé �óíêöèåé r(k). Âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîìêîïóëüíóþ �óíêöèþ f(x), ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå òèïû õâîñòîâ ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèéâðåìåííîãî ðÿäà X(k). Ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîäãîíêè ìîäåëè ê äàííûì, èìåþùèì ïðåäïîëî-æèòåëüíî òÿæåëûå (ñòåïåííûå) õâîñòû ðàñïðåäåëåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ãàóñ-ñîâñêèå êîïóëüíûå âðåìåííûå ðÿäû, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ìàêñèìàëüíîãîïðèòÿæåíèÿ Ôðåøå FMDA(α), α > 0. Ìû èñõîäèì èç ïðåäåëüíîé òåîðåìû Áåðìàíà äëÿ ìàêñèìóìàãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [7℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
r(n) lnn→ 0, n→ ∞. (1)Òîãäà

lim
n→∞

P ( max
k=1,...,n

ξk < a−1
n x+ an) = e−e−x

,ãäå
an =

√
2 ln n− ln lnn+ ln 4π

2
√
2 ln n

. (2)2. Ó
ëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè f(ξ) ê FMDA(α). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ f(x), x ∈ R,íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè x → ∞ è äëÿ íåêîòîðîãî x0 è âñåõ x > x0 îíà äâàæäû íåïðåðûâíî1Ìàçóð Àííà Åâãåíüåâíà � àñï. êà�. òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail: amfolity�gmail.
om.2Ïèòåðáàðã Âëàäèìèð Èëüè÷ � äîêòîð �èç.-ìàò. íàóê, ãë. íàó÷. ñîòð., çàâ. ëàá. òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìåõ.-ìàò.�-òà Ì�Ó, e-mail: piter�me
h.math.msu.su.2 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 5
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4 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2015. � 5äè��åðåíöèðóåìà, ïðè÷åì f ′(x) > 0. Òîãäà èç (1), (2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë dn
lim
n→∞

P (d−1
n max

k=1,...,n
f(ξk) < d−1

n f(a−1
n x+ an)) = e−e−x

. (3)Ìû õîòèì, ÷òîáû �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xk = f(ξk) ïðèíàäëåæàëàFMDA(α), ò.å. èìåëî ìåñòî ñîîòíîøåíèå èç [1℄
1− F (x) = x−αL(x),ãäå L(x) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèÿ. Åñëè ýòî âûïîëíåíî, òî â ñëó÷àåíåçàâèñèìûõ Xk, k = 1, 2, . . ., äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn, òàêîé, ÷òî

1− F (dn) ∼
1

n
, n→ ∞, (4)èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

lim
n→∞

P (d−1
n max

k=1,...,n
Xk < y) = e−y−a

(5)äëÿ âñåõ y > 0. Ïîëàãàÿ â (3) x = α ln y, ïîëó÷àåì
lim
n→∞

P (d−1
n max

k=1,...,n
f(ξk) < d−1

n f(αa−1
n ln y + an)) = e−y−a

, y > 0.Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ñ (5), çàêëþ÷àåì, ÷òî
f(αa−1

n ln y + an)

dn
→ y (6)ïðè n→ ∞ äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ y. Ïîëàãàÿ â (6) y = 1, âèäèì, ÷òî ìîæíî âçÿòü dn = f(an). Òîåñòü, ÷òîáû f(ξk) ïðèíàäëåæàëà ê FMDA(α) (íàïîìíèì, ÷òî f ñòðîãî ìîíîòîííà äëÿ âñåõ áîëüøèõ

x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
f(αa−1

n ln y + an)

f(an)
→ y (7)ïðè n→ ∞ è äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ y, èëè ïîñëå ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ

ln f(αa−1
n ln y + an)− ln f(an) → ln y.Îáîçíà÷àÿ h(x) = ln f(x), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå êàê

h(an + αa−1
n ln y)− h(an) = ln y + o(1).Ïî �îðìóëå Òåéëîðà

α ln y

an
h′(an) +

α2 ln2 y

2a2n
h′′
(
an +

αθn ln y

an

)
= ln y + o(1)ïðè n→ ∞, ãäå θn = θn(y) ∈ [0, 1]. Óñòðåìëÿÿ y → 1, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

α

an
h′(an) +

α2 ln y

2a2n
h′′
(
an +

αθn ln y

an

)
= 1 + o(1) ïðè n→ ∞ äëÿ âñåõ y > 0.Â ñëó÷àå y = 1 âûøåïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

α

an
h′(an) = 1 + o(1),

1

a2n
h′′
(
an +

αθn ln y

an

)
= o(1) ïðè n→ ∞. (8)Çàìåòèì, ÷òî an+1/an → 1 è (an + αθn ln y

an

)
/an → 1 ïðè n→ ∞. Òîãäà (8) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

h′(z) =
z

α
+ zg(z),

1

z2
h′′ (z) = o(1) ïðè z → ∞, (9)
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