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Введение 

Предлагаемое учебное пособие открывает цикл пособий по курсу 

«Математические модели и методы в технологии». Математические 

модели представляют собой формализованное отражение реальных 

процессов природы и общества. Развитие процесса можно характери-

зовать положением, скоростью и другими изменяющимися параметра-

ми. Для отражения подобных зависимостей существует понятие функ-

ции – основного объекта «Математического анализа». Основной опе-

рацией изучения функций является предельный переход или понятие 

бесконечно малой величины. Открывает изучение математического 

анализа тема «Введение в анализ», основная для всех последующих 

курсов. Далее изучается дифференциальное и интегральное исчисле-

ния, теория рядов, дифференциальные и интегральные уравнения, 

функциональный анализ и т. д.  

В отличие от известных учебников в предлагаемом пособии вы-

деляются основные положения и принципы теории и практики мате-

матического анализа. Например, во введении в анализ выделяется 

представление функции вблизи её значения в виде суммы числа и бес-

конечно малой относительно этого числа добавки. В дифференциаль-

ном исчислении бесконечно малая добавка представляется как сумма 

линейной функции и бесконечно малой относительно этой функции 

добавки. Оказывается, что бесконечно малые добавки можно уточнять 

до любой степенной функции. Получается представление нелинейной 

функции с помощью суммы числа, линейной, квадратичной, кубиче-

ской и т. д. функций.  

Вчерашний школьник испытывает значительные трудности при 

адаптации к университетскому обучению. Предлагаемое учебное по-

собие призвано сгладить процесс адаптации, в связи с чем, наряду  

с традиционными темами предела и непрерывности функций пособие 

содержит материал школьного курса математики. В частности, приво-

дятся сведения об основных элементарных функциях и их графиках, 

составляющих основу изучения «Математического анализа». Это оп-

равдано тем, что, к сожалению, выпускники школ недостаточно подго-

товлены в этом направлении. Авторы надеются, что пособие будет 

способствовать упорядочению начальных знаний в области математи-

ческого анализа как аппарату изучения математических моделей. 

Каждый из авторов внес свой вклад в написание предлагаемого 

пособия. Считаем, что совместная работа творческого коллектива 

окажется полезной для повышения уровня математического образо-

вания студентов. 
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§ 1. Множество действительных чисел 

Обозначения: 

  – множество натуральных чисел, 

  – множество целых чисел, 

  – множество рациональных чисел, 

  – множество действительных чисел. 

  – для любого, 

  – существует, 

:  – равно по определению. 

Действительные числа:   – множество чисел, для которых  

выполняются 

1) аксиомы сложения; 

2) аксиомы умножения; 

3) дистрибутивность умножения относительно сложения; 

4) аксиомы порядка; 

5) аксиома непрерывности. 

Первые четыре группы аксиом подробно рассматриваются в кур-

се алгебры. 

Аксиома непрерывности действительных чисел: если A и B – 

непустые подмножества множества действительных чисел   та-

кие, что для любых элементов a A  и b B  выполняется неравенство 

a b , то существует такой элемент c , что для любых элемен-

тов a A  и b B  выполняется неравенство a c b  . 

Аксиома непрерывности, в частности, позволяет установить вза-

имно однозначное соответствие между множеством действительных 

чисел и точками числовой оси. 

Расширенное множество действительных чисел   – это множе-

ство действительных чисел, дополненное двумя символами  . Под 

символом   понимают   или  . 

Грани множеств. Множество E    называется ограниченным 

снизу, если 

m x E x m      

(число m  называется нижней гранью множества E ). 

Множество E    называется ограниченным сверху, если 

M x E x M      

(число M  называется верхней гранью множества E ). 

Множество E называется ограниченным, если оно ограничено  

и снизу и сверху. 
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Число m  называется точной нижней гранью множества E ,  

пишут infm E , если 

1) x E x m   ; 

2) 0 x E x m       . 

Число M  называется точной верхней гранью множества E ,  

пишут supM E , если 

1) x E x M   ; 

2) 0 x E x M       . 

Число m  называется наименьшим элементом множества E ,  

пишут minm E , если 

1) m E ; 

2) x E x m   . 

Число M  называется наибольшим элементом множества E , 

пишут maxM E , если 

1) M E ; 

2) x E x M   . 

Пример. Рассмотрим множество (0,1]E  . Наименьшего элемен-

та нет, inf 0E  , max sup 1E E  . 

Множество действительных чисел обладает свойством полноты, 

которое выражается следующим предложением. 

Теорема. Всякое непустое ограниченное сверху множество име-

ет точную верхнюю грань. (Всякое непустое ограниченное снизу 

множество имеет точную нижнюю грань.) 

Принцип математической индукции. Утверждение ( )A n  счи-

тается верным для любого ,n n m  , если 

1) ( )A m  – верно; 

2) из предположения, что ( ),A k k m , верно, следует верность 

( 1)A k  . 

По принципу математической индукции можно доказать, напри-

мер, неравенство Бернулли 

(1 ) 1 , , 1nx nx n x      . 

Модуль (или абсолютная величина) действительного числа a  – 

это величина 

, 0

, 0

a если a
a

a если a


 

 
. 
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Геометрически модуль действительного числа означает расстоя-

ние на числовой оси соответствующей точки до нуля. Модуль разно-

сти двух чисел – это расстояние между соответствующими точками 

числовой оси. 

Свойства модуля: 

1) a a  ; 

2) ab a b ; 

3) a b  эквивалентно , 0b a b b    ; 

4) a b a b   ; 

5) a b a b   . 

Система вложенных отрезков – это совокупность отрезков 

     1 1 2 2, , , , , , ,n na b a b a b  , удовлетворяющих условию 

     1 1 2 2, , ,n na b a b a b      

Принцип вложенных отрезков Кантора. Для всякой системы 

вложенных отрезков существует хотя бы одно действительное чис-

ло, принадлежащее всем отрезкам системы. 

Система вложенных отрезков называется стягивающейся, если 

длины отрезков стремятся к нулю: 

0 n nN n n N b a            . 

Теорема. Для всякой стягивающейся системы вложенных от-

резков существует единственная общая точка . 
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§ 2. Основные элементарные функции 

Функцией :f X Y  называется закон, по которому каждому 

элементу x из множества X ставится в соответствие единственный эле-

мент y из множества Y. 

Функцию принято записывать в виде ( )y f x , x X . Множест-

во X называется областью определения функции: fX D . Множество 

Y называется множеством значений функции: fY E . Графиком 

функции :f X Y  называется множество упорядоченных пар точек 

    , ,f x y x X y f x    . 

В средней школе изучаются основные элементарные функции: 

1) постоянная функция y c ; 

2) степенные функции ,y x   ; 

3) показательные функции , 0, 1xy a a a   ; 

4) логарифмические функции log , 0, 1ay x a a   ; 

5) тригонометрические функции siny x , cosy x , tgy x   

и ctgy x ; 

6) круговые (обратные тригонометрические) функции arcsiny x , 

arccosy x , arctgy x  и arcctgy x . 

График постоянной функции представлен на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1 

 

Поведение графика степенной функции определяется величиной 

показателя  : 1   или 0 1  . Например, поведение графиков 

функций 2 , 0,y x x   и 1/2 , 0,y x x   представлено на рис. 2. 
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Рис. 2 

 

Функции :f X Y  и :g Y X  называются взаимно обратны-

ми, если выполняются условия: 

1) для любого x X  значения ( ( ))g f x x ; 

2) для любого y Y  значения ( ( ))g f y y . 

Функции 2 , 0,y x x   и 1/2 , 0,y x x   являются взаимно об-

ратными. Функцию 1/2 , 0,y x x   можно представить в виде 

2 , 0x y y  . Поэтому графиком функции 1/2 , 0y x x  , является 

график функции 2 , 0y x x  , если оси координат OX и OY поменять 

местами. Расположение графиков взаимно обратных функций хара к-

теризуется симметрией относительно прямой y x . Для взаимно  

обратных функций сохраняется характер монотонности: возрастан ие, 

либо убывание. 

Некоторые степенные функции определены на всей числовой 

оси, например, функция 2y x . Эта функция четная, т. к. 

( ) ( )f x f x  . Её график называется параболой, он симметричен отно-

сительно оси OY (см. рис. 3а). 

Функция 3y x  также определена на всей числовой оси. Эта 

функция нечетная, т. к. ( ) ( )f x f x   . Ее график называется кубиче-

ской параболой, он симметричен относительно точки O (см. рис. 3б). 

Степенные функции при 0   можно рассмотреть на примере функ-

ций 2 , 0y x x  , и 1/2 , 0y x x  , которые являются взаимно обратны-

ми. Их графики симметричны относительно прямой y x  (см. рис. 4). 
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                      Рис. 3а                                                             Рис. 3б 

 

 

 
 

Рис. 4 

 

Функция 1y x  определена на множестве  \ 0 . Её график на-

зывается гиперболой, он симметричен относительно прямых y x   

и y x  . Обратной является сама функция 1y x  (см. рис. 5). 

Показательные функции определены на всей числовой оси. 

Поведение графика показательной функции определяется величи-

ной основания: 1a   или 0 1a  . Например, графики функций 

2xy   и  1/ 2
x

y   представлены на рис. 6, они симметричны отно-

сительно оси OY. 
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                           Рис. 5                                                                 Рис. 6 

 

Функции, обратные для показательных, составляют класс лога-

рифмических функций. Функцию logay x  можно представить в виде 

yx a . Поэтому графиком функции logay x  является график функ-

ции yx a , если оси координат OX и OY поменять местами. Логариф-

мические функции определены на множестве значений показательных 

функций, т. е. при 0x  . Графики функций 
2logy x  и 

1/2logy x  

симметричны относительно оси OX (см. рис. 7). 

 

 
 

Рис. 7 
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