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1. Определение преобразования  Лапласа. Оригинал и изображение. 

Пусть 𝑓 𝑡 −интегрируемая  на  (0,T) при любом Т>0 функция, равная нулю 

при 𝑡>0:𝑓[𝑡] =0 при 𝑡<0. Если эта функция при 𝑡>0 удовлетворяет оценке  

                 𝑓[𝑡] ≤ 𝐶𝑒𝑎𝑡 , 𝐶 > 0, 𝑎 ≥ 0, 𝑡 > 0,                                          (1.1) 

 

то можно рассмотреть интеграл  

              𝐹 𝑝 =  𝑓[𝑡]𝑒−𝑝𝑡∞

0
𝑑𝑡, 𝑝 = у + 𝑖о, у > 𝑎, о𝜖𝑅.                        (1.2) 

Действительно, справедлива оценка           

   𝐹[𝑝] ≤   𝑓[𝑡] 𝑒−у𝑡𝑑𝑡 =   𝑓[𝑡]𝑒−𝑎𝑡  
∞

0

∞

0
𝑒− у−𝑎 𝑡𝑑𝑡 ≤ 𝐶  𝑒− у−𝑎 𝑡𝑑𝑡 =

∞

0

𝐶у−𝑎<∞.                    (1.3) 

При выводе (1.3) была использована оценка (1.1). Из оценки (1.3), в 

частности, следует, что  𝐹[𝑝] → 0 у = 𝑅𝑒𝑝 → ∞.  

Функция 𝐹[𝑡]является аналитической функцией комплексной переменной p в 

плоскости  𝑅𝑒𝑝 > 𝑎. Для того чтобы это проверить, находим пока формально 

                 
𝑑𝐹

𝑑𝑝
=  𝑓 𝑡 (−𝑡)𝑒−𝑝𝑡∞

0
𝑑𝑡.                                                        (1.4) 

Как и при выводе (1.3), находим 

           

 
𝑑𝐹 𝑝 

𝑑𝑝
 ≤   𝑓 𝑡 𝑒−𝑎𝑡  

∞

0
𝑡𝑒− у−𝑎 𝑡𝑑𝑡 ≤ 𝐶  𝑡𝑒− у−𝑎 𝑡𝑑𝑡 =

∞

0

−𝐶

 у−𝑎 
 𝜕𝑡

∞

0
𝑒− у−𝑎 𝑡𝑑𝑡= 

=
−𝐶

 у−𝑎 
 𝑡𝑒− у−𝑎 𝑡     − 𝑒− у−𝑎 𝑡𝑑𝑡 =

𝐶

 у−𝑎 2
. 

Последнее означает, что интеграл равномерно по 𝑅𝑒𝑝 > 𝑎 сходится и, 

следовательно, производная 
𝑑𝐹 𝑝 

𝑑𝑝
 существует при 𝑅𝑒𝑝 > 𝑎 , и формула (1.4) 

справедлива при 𝑅𝑒𝑝 > 𝑎. 

Интеграл (1.2) называется преобразование Лапласа функции 𝑓 𝑡  и 

обозначается ℒ 𝑓 .  В этом случае функция 𝑓 𝑡  называется оригиналом, а 

функция ℒ 𝑓 = 𝐹 𝑝 − изображением. 
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ℒ 𝑆𝑖𝑛 щ𝑡   𝑝 =
щ

𝑝2−щ2
  

3.4. 𝑓 𝑡 = 𝑡𝑚𝑒л𝑡 . 𝑅𝑒𝑝 > 𝑅𝑒л, л ∈ ℂ, 𝑚 = 1,2, …. 

По свойству 2.2 имеем 

ℒ 𝑓 𝑡   𝑝 =

 𝑡𝑚𝑒л𝑡 ∗ 𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 = (−1)𝑚  (−𝑡)𝑚𝑒л𝑡 ∗ 𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 =  −1 𝑚 𝑑𝑚

𝑑𝑝𝑚  
1

𝑝−л
 =

∞

0

∞

0

𝑚!(𝑝−л)𝑚+1 . 

ℒ 𝑓 𝑡   𝑝 =
𝑚!

(𝑝−л)𝑚
  

В частности, ℒ 𝑡𝑚  =
𝑚! 

𝑝𝑚
  (л = 0). 

∎ Найти преобразование Лапласа ℒ[𝑡6 cos[щ𝑡]] и ℒ[𝑡6 sin[щ𝑡]] . Для этого 

воспользуемся формулами ℒ[𝑡𝑚 cos щ𝑡  𝑝 = 𝑚! 𝑅𝑒 [
 𝑝+𝑖щ 𝑚 +1

 𝑝2+щ2 𝑚 +1
] и 

ℒ[𝑡𝑚 sin щ𝑡  𝑝 = 𝑚! 𝐼𝑚 [
 𝑝+𝑖щ 𝑚 +1

 𝑝2+щ2 𝑚 +1
] 

ComplexExpand [
 𝑝+𝑖∗щ 7

 𝑝2+щ2 7
] 

𝑝7

 𝑝2+щ2 7
−

21𝑝5щ2

 𝑝2+щ2 7
+

35𝑝3щ4

 𝑝2+щ2 7
−

7𝑝щ6

 𝑝2+щ2 7
+ 𝑖  

7𝑝6щ

 𝑝2+щ2 7
−

35𝑝4щ3

 𝑝2+щ2 7
+

21𝑝2щ5

 𝑝2+щ2 7
−

щ7𝑝2+щ27  

ℒ[𝑡6 cos щ𝑡  𝑝 = 6! (
𝑝7

 𝑝2+щ2 7
−

21𝑝5щ2

 𝑝2+щ2 7
+

35𝑝3щ4

 𝑝2+щ2 7
−

7𝑝щ6

 𝑝2+щ2 7
)  

ℒ[𝑡6 sin щ𝑡  𝑝 = 6!  
7𝑝6щ

 𝑝2+щ2 7
−

35𝑝4щ3

 𝑝2+щ2 7
+

21𝑝2щ5

 𝑝2+щ2 7
−

щ7

 𝑝2+щ2 7   

Этот же результат получается с помощью команды LaplaceTransform пакете 

Mathematica 

𝐋𝐚𝐩𝐥𝐚𝐜𝐞𝐓𝐫�㄰𝐧𝐬𝐟𝐨𝐫𝐦[𝐭𝟔 𝐜𝐨𝐬 щ𝐭 , 𝐭, 𝐩]  

𝐋𝐚𝐩𝐥𝐚𝐜𝐞𝐓𝐫𝐚𝐧𝐬𝐟𝐨𝐫𝐦[𝐭𝟔 𝐬𝐢𝐧 щ𝐭 , 𝐭, 𝐩]  

(720𝑝 𝑝6 − 21𝑝4щ2 + 35𝑝2щ4 − 7щ6 )/  𝑝2 + щ2 7 − (720щ −7𝑝6 +

35𝑝4щ2−21𝑝2щ4+щ6)/𝑝2+щ27 

Сравним полученные ответы 
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𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑦[6!  
𝑝7

 𝑝2+щ2 7
−

21𝑝5щ2

 𝑝2+щ2 7
+

35𝑝3щ4

 𝑝2+щ2 7
−

7𝑝щ6

 𝑝2+щ2 7 − (720𝑝 𝑝6 −

21𝑝4щ2+35𝑝2щ4−7щ6)/ 𝑝2+щ27]  

0 

𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑦[6!  
7𝑝6щ

 𝑝2+щ2 7
−

35𝑝4щ3

 𝑝2+щ2 7
+

21𝑝2щ5

 𝑝2+щ2 7
−

щ7

 𝑝2+щ2 7 +

720щ −7𝑝6+35𝑝4щ2−21𝑝2щ4+щ6 

 𝑝2+щ2 7
] 0 

3.5. Пусть функция 𝑓 𝑡 = 0 при 𝑡 < 0 и является периодической  с периодом 

𝑇 > 0 при 𝑡 > 0. 

Обозначим  𝑔 𝑡 = 𝑓 𝑡  при 0 ≤ 𝑡 ≤ Ф и 𝑔 𝑡 = 0 при 𝑡 < 0. Очевидно, 𝑓 𝑡 =

𝑔 𝑡 + 𝑓 𝑡 − Ф . ℒ 𝑓 𝑡   𝑝 = ℒ 𝑔 𝑡   𝑝 + ℒ[𝑓 𝑡 − Ф  𝑝 = ℒ 𝑔 𝑡   𝑝 +

𝑒−𝑝Фℒ[𝑓 𝑡 ][𝑝]  

Отсюда находим  1 − 𝑒−𝑝Ф ℒ 𝑓 𝑡   𝑝 = ℒ 𝑔 𝑡   𝑝  

ℒ 𝑓 𝑡   𝑝 =
ℒ 𝑔 𝑡   𝑝 

 1−𝑒−𝑝Ф 
  

ℒ 𝑓 𝑡   𝑝 =
1

 1−𝑒−𝑝Ф 
 𝑓[𝑡] ∗ 𝑒−𝑝Ф𝑑𝑡

Ф

0
   

3.6. Найти изображение функции  𝑓 𝑡 , определяемой следующим образом: 





















 .

...

;

)(

1

;212

11

nn tïðèa

tïðèa

tïðèa

tf







 

Здесь naaa ,...,, 21 - заданные вещественные постоянные, 

121 ,...,, n  - заданные положительные числа. 

Функция  f(t) называется ступенчатым ходом. 

Решение. Используя единичную функцию Хевисайда , мы можем 

представить f(t) следующим образом : 

.)()(...)()()()()()( 11223121   nnn taataataatatf   

Пользуясь  свойством 2.8, находим  преобразование Лапласа этой функции   
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)exp(...)exp()exp()( 1

1

2

23

1
121



 








 n
nn p

p

aa
p

p

aa
p

p

aa

p

a
pF 

Графически f(t) изображается ступенчатой линией. Если 

,...,2,,...,1,1,1 21321   aaa  мы получим 

бесконечный ступенчатый ход, преобразование Лапласа 

которого равно 

)).
2

(1(
2

1
...))2exp()exp(1(

1 


p
cth

p
pp

p
  

 

 

 

4. Обратное преобразование Лапласа  

Теорема 4.1(основная).  Пусть функция 𝑓 𝑡  удовлетворяет условию (1.1) и 

𝐹 𝑝  еѐ изображение. Тогда в любой точке 𝑡 > 0, в которой функция 𝑓 𝑡  

дифференцируема, справедлива формула представления   

                        𝑓 𝑡 =
1

2р𝑖
 𝐹[𝑝]𝑒𝑝𝑡у+𝑖∞

у−𝑖∞
𝑑𝑝, у > 𝑎                                           (4.1) 

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑔 𝑡 = 𝑓 𝑡 ∗ 𝑒−у𝑡 у > 𝑎 . Очевидно, 

функция 𝑔 𝑡  интегрируема на (0, ∞)  и дифференцируема в точке 𝑡 > 0. 

Рассматривая 𝐹 𝑝   как преобразование Фурье функции 𝑔 𝑡 , применим 

формулу обращения преобразование Фурье 

𝑔 𝑡 =
1

2р
 𝐹 у + 𝑖о 𝑒𝑖о𝑡

∞

−∞

𝑑о =
1

2р𝑖
 𝐹 𝑝 𝑒−у𝑡

у+𝑖о

у−𝑖о

𝑒𝑝𝑡𝑑𝑝 

После умножения последнего равенства  на 𝑒у𝑡  получаем (4.1). 

a1 

a2 

a3 
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