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Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà ýêñïîíåíò s(g) â ñëó÷àå îäíîé ëèíèè  

ñ ëîðåíòöåâñêèì, äîïëåðîâñêèì è ôîéãòîâñêèì êîíòóðàìè. Ïðåäëîæåí ñïîñîá îöåíêè ôóíêöèè ïîãëîùåíèÿ 
ïðè ìàëûõ äàâëåíèÿõ, îñíîâàííûé íà àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå ïðåäñòàâëÿþùåãî åå èíòåãðàëà, çàïèñàííîãî 
ñ ïîìîùüþ ðÿäà ýêñïîíåíò äëÿ îäíîé ëèíèè è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ëèíèé. Íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ 
ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â øèðîêîé îáëàñòè äàâëåíèé è ïðîñòû  
â ïðèìåíåíèè. Ïðèâåäåíû êà÷åñòâåííûå îöåíêè îáëàñòè èõ ïðèìåíèìîñòè. Ïîêàçàíî íàëè÷èå íà êðèâîé 
s(g) òî÷åê ïåðåãèáà â òî÷êàõ, îòâå÷àþùèõ ìàêñèìóìàì ëèíèé, è îòìå÷åíî èõ âîçìîæíîå âëèÿíèå íà òî÷-
íîñòü ðàñ÷åòà ïðè ìàëûõ äàâëåíèÿõ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðÿäû ýêñïîíåíò, ìàëûå äàâëåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ïðîïóñêàíèÿ. 

 
Ââåäåíèå 

Êëèìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäúÿâëÿþò âûñîêèå 
òðåáîâàíèÿ ê ðàñ÷åòàì ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ 
â àòìîñôåðå. 

Line-by-line-ðàñ÷åòû ïîãëîùåíèÿ àòìîñôåðíû-
ìè ãàçàìè ñ ïðàâèëüíûì êîíòóðîì ñïåêòðàëüíûõ 
ëèíèé ÿâëÿþòñÿ ïîäõîäÿùèìè ïî òî÷íîñòè, îäíàêî 
ñîâåðøåííî íåïðèåìëåìû â ðàäèàöèîííûõ áëîêàõ 
êëèìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàê êàê òðåáóþò íåîáîçðè-
ìîãî êîëè÷åñòâà âðåìåíè.  

Ðåøåíèå ïðîáëåìû òî÷íîãî ðàñ÷åòà îêàçàëîñü 
âîçìîæíûì ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèé ðàäèà-
öèîííûõ âåëè÷èí â ðÿäû ýêñïîíåíò. Ýòîò ïðèåì, 
íàçûâàåìûé òàêæå ìåòîäîì k-ðàñïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿ-
åòñÿ ñåé÷àñ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ðàäèàöèîííûõ ñâîéñòâ àòìîñôåðû. Êàê 
ïðàâèëî, ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ òà-
êèõ ðàçëîæåíèé ñâîäÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì ìåòîäàì 
ìèíèìèçàöèè, ò.å. ê ÷èñòî âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöå-
äóðå. Àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ðÿäû ýêñïîíåíò  
â áîëüøèõ ìîäåëÿõ, ñòàëêèâàþòñÿ ñ íåêîòîðûìè 
òðóäíîñòÿìè, êîãäà íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ðàñ÷å-
òû ïðè ìàëûõ äàâëåíèÿõ â âûñîêèõ ñëîÿõ àòìî-
ñôåðû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èç-çà ñïåöèôè÷åñêî-
ãî ïîâåäåíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî-
ãëîùåíèÿ ïðè ìàëûõ äàâëåíèÿõ íóæíî ó÷èòûâàòü 
áîëüøîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà ýêñïîíåíò äëÿ äîñòèæå-
íèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè. 

Íàèáîëåå ðåëüåôíî ýòà ïðîáëåìà î÷åð÷åíà  
â ðàáîòå Chou et al. [1]. Òàê, ïðè âû÷èñëåíèè 
ôóíêöèè ïðîïóñêàíèÿ äëÿ âîäÿíîãî ïàðà áûëî  
 

 
 

*  Còàíèñëàâ Äìèòðèåâè÷ Òâîðîãîâ ; Îëüãà Áîðèñîâ-
íà Ðîäèìîâà (rod@iao.ru). 

ïîêàçàíî, ÷òî âêëàä â ñêîðîñòü âûõîëàæèâàíèÿ ïðè 
äàâëåíèÿõ ìåíüøå 1 ìáàð ïðîèñõîäèò îò î÷åíü ìà-
ëîé äîëè (< 0,005) ñïåêòðà âáëèçè öåíòðîâ ïîëîñ 
ïîãëîùåíèÿ, ãäå êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ ìåíÿ-
þòñÿ íà 4 ïîðÿäêà âåëè÷èíû. Ýòî òðåáóåò ïî êðàé-
íåé ìåðå 100 ÷ëåíîâ â k-ðàñïðåäåëåíèè, ÷òîáû òî÷-
íî âû÷èñëèòü ñêîðîñòü âûõîëàæèâàíèÿ.  

Â îäíîé èç íàèáîëåå ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé 
ðàäèàöèîííîãî ïåðåíîñà [2] ÈÊ-äèàïàçîí (10–
3000 ñì–1) äåëèòñÿ íà 16 ó÷àñòêîâ-ïîëîñ. Êàæäàÿ 
ñïåêòðàëüíàÿ ïîëîñà ðàçäåëåíà, â ñâîþ î÷åðåäü, íà 
16 èíòåðâàëîâ â g ïðîñòðàíñòâå. Èç íèõ 7 èíòåðâà-
ëîâ ïîìåùåíû ìåæäó g = 0,98 è g = 1,0, ÷òî ñäå-
ëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷íî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü 
âûõîëàæèâàíèÿ â îáñòîÿòåëüñòâàõ, êîãäà îñíîâíîé 
âêëàä âíîñÿò öåíòðû ëèíèé â ïîëîñå, èíûìè ñëî-
âàìè, äîëÿ k-ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùàÿ çíà÷åíèÿ g 
îêîëî 1. Î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âû-
÷èñëèòåëüíûå óñèëèÿ ñòàíîâÿòñÿ òåì áîëüøå, ÷åì 
ìåíüøå êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåí-
íî, ìåíüøå åãî âêëàä â ôóíêöèþ ïðîïóñêàíèÿ. Òà-
êîå ïîëîæåíèå âûçûâàåò îùóùåíèå íåðàöèîíàëüíî-
ñòè ïðîèñõîäÿùåãî, êîãäà äëÿ ðàñ÷åòà ìàëûõ âåëè-
÷èí òðåáóåòñÿ áîëüøå âðåìåíè, ÷åì äëÿ áîëüøèõ. 
 Òèïè÷íûé âèä êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ïî-
êàçàí íà ðèñ. 1 äëÿ ÷àñòè ñïåêòðà ÑÎ2 ïðè áîëü-
øèõ è ìàëûõ äàâëåíèÿõ. Ïðè ìàëûõ äàâëåíèÿõ, 
î÷åâèäíî, ïîãëîùåíèå îïðåäåëÿåòñÿ óçêèìè ó÷àñò-
êàìè ñïåêòðà âáëèçè ñèëüíûõ ëèíèé. Ýòî îòðàæà-
åòñÿ è â ðàçëè÷èè ïîâåäåíèÿ s(g) (ðèñ. 2) äëÿ òîãî 
æå ó÷àñòêà ñïåêòðà.  

Ñ óìåíüøåíèåì äàâëåíèÿ (ñì. ðèñ. 1 è 2) êðè-
âûå s(g) (îñòàâàÿñü, åñòåñòâåííî, ìîíîòîííûìè) 
ðåçêî âîçðàñòàþò â îêðåñòíîñòè g = 1, êàê è ãîâî-
ðèëîñü âûøå, è îïðåäåëÿþòñÿ «âåðøèíàìè» íàèáî-
ëåå  ñèëüíûõ  â  ðàññìàòðèâàåìîì  èíòåðâàëå  ëèíèé. 
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Ðèñ. 1. Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ÑÎ2. Ò = 296 Ê, ëîðåíò-
öåâñêèé êîíòóð äî 10 ñì–1, øàã = 0,001 ñì–1; èíòåðâàë  
 780–800 ñì–1 
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Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ s(g) äëÿ CO2. Ò = 296 Ê, ëîðåíòöåâñêèé  
 êîíòóð äî 10 ñì–1, øàã = 0,001 ñì–1; èíòåðâàë 780–800 ñì–1 

 

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò îáû÷-
íî ïðèìåíÿåìîé äëÿ íàõîæäåíèÿ s(g) ìèíèìèçàöèè 
ñóùåñòâóþò òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 
ðàçëîæåíèÿ ðàäèàöèîííûõ âåëè÷èí â ðÿäû ýêñïî-
íåíò [3], âûðàæàþùèå èõ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïî-
ãëîùåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî óïðî-
ñòèòü íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ. Áîëåå òîãî, ðàçâè-
âàåìûé àâòîðàìè [3] ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó 
ðàññìîòðåòü è ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ñèòóàöèåé 
ìàëûõ äàâëåíèé â ñðåäíåé è âåðõíåé àòìîñôåðå.  
 Â ðàçä. 1 ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ 
äëÿ s(g) äëÿ ëîðåíòöåâñêîãî, äîïëåðîâñêîãî è ôîéã-
òîâñêîãî êîíòóðîâ â ñëó÷àå îäíîé ëèíèè. Â ðàçä. 2 
ïðåäñòàâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ ôóíêöèè 
ïðîïóñêàíèÿ îäíîé ëèíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì s(g), 
ïîëó÷åííûõ â ðàçä. 1. Â ðàçä. 3 ïðåäëàãàåìûé 
àñèìïòîòè÷åñêèé ïðèåì îáîáùåí íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ 
â ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà 
ëèíèé. 

1. Çíà÷åíèÿ s(g)  

äëÿ èçîëèðîâàííîé ëèíèè 

Ïðèâåäåì îáùèå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 
ðàçëîæåíèÿ ðàäèàöèîííûõ âåëè÷èí â ðÿäû ýêñïî-
íåíò, âûðàæàþùèå èõ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ïîãëî-
ùåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3–5]).  

Ôóíêöèÿ ïðîïóñêàíèÿ P(ω) â èíòåðâàëå ÷àñòîò 
Δω = ω″ – ω″ èìååò âèä 
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ãäå z – îïòè÷åñêàÿ òîëùà; κ(ω) – ñïåêòðàëüíûé 
êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ; f(s) – ïðåîáðàçîâàíèå 
Ëàïëàñà P(z); g(s) – ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà 
ôóíêöèè P(z)/z; s(g) – ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ g(s); 
s(g) åñòü óïîðÿäî÷åííûå ïî âåëè÷èíå çíà÷åíèÿ κ(ω) 

äëÿ [ ];ω ∈ Δω  b
ν
, g

ν
 – îðäèíàòû è àáñöèññû ñîîò-

âåòñòâóþùåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Ïîñòðîåíèå 
ôóíêöèè g(s) èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3.  

 

 
Ðèñ. 3. Ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ g(s). Äëÿ çàäàííîãî s 
çíà÷åíèå g ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó èíòåðâàëîâ, â êîòî- 
 ðûõ κ(ω) < s 

 

Ñîîòíîøåíèå (3) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè-
÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ s(g) îäíîé ëèíèè â ñëó÷àå 
íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ êîíòóðîâ – ëîðåíòöåâ-
ñêîãî, äîïëåðîâñêîãî è ôîéãòîâñêîãî. Ðàññìîòðèì 
íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ s(g). Îäèí èç íèõ – 
èñïîëüçîâàíèå â ñîîòíîøåíèè (3) îïðåäåëåíèÿ g 
êàê ñóììû èíòåðâàëîâ ÷àñòîò, â êîòîðûõ κ(ω) < s. 
 Ïóñòü èìååì ëîðåíòöåâñêèé êîíòóð (ðèñ. 4), 
Q, α, ω0 – èíòåíñèâíîñòü, ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ïîëó-
øèðèíà è öåíòð ñïåêòðàëüíîé ëèíèè; Δω = ω2 – ω1 – 
ñïåêòðàëüíûé èíòåðâàë, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ 
ïîãëîùåíèå: 

 
2 2
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1
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κ ω =

π ω − ω + α

  (4) 
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Ðèñ. 4. Ê ðàñ÷åòó s(g) äëÿ ëîðåíòöåâñêîãî êîíòóðà 
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Îòñþäà òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ s(g)  â ñëó÷àå îä-
íîé ëèíèè ñ ëîðåíòöåâñêèì êîíòóðîì 
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Âûðàæåíèå (6) ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíî 
íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (3) ñ ïîìîùüþ îïðå-
äåëåíèÿ g êàê èíòåãðàëà îò P(z)/z ïóòåì çàìåíû 
ïåðåìåííûõ  

 0 2
tg ,

cos
d d

α
ω − ω = α ϕ ω = ϕ

ϕ
  

è îöåíêè çàòåì ïîëó÷èâøåãîñÿ êîíòóðíîãî èíòåãðà-
ëà. Îäíàêî èìååòñÿ åùå áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá çàïè-
ñè s(g), ïðèìåíèìûé äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî 
êîíòóðà. 

Ïóñòü s = ϕ(x) – ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ áåçðàçìåð-
íîé ïåðåìåííîé x (ðèñ. 5). Î÷åâèäíî, âåëè÷èíà 
ïðîìåæóòêà [a, b] = 2x [x = ϕ–1(s) ïî îïðåäåëåíèþ 
îáðàòíîé ôóíêöèè]. 

 

 
Ðèñ. 5. Ê ïîñòðîåíèþ s(g) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîé  
 ôóíêöèè ϕ(x) 
 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, [a, b] = 1 – g [ïî îïðåäå-
ëåíèþ (3)], îòêóäà  
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Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü êîíòóð ëèíèè f(ω – ω0) 
è ïåðåéòè â íåì ê ïåðåìåííîé x:  

 0 ,axω − ω =   òî 0( ) ( ) ( ).f f ax xω − ω = ≡ ϕ   
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ò.å. ôóíêöèÿ s(g) ïîëó÷àåòñÿ ïðè çàìåíå â âûðàæå-

íèè äëÿ êîíòóðà ðàçíîñòè 0ω − ω  íà 
(1 )

.
2

g− Δω
  

Êàê âèäíî, âûðàæåíèÿ äëÿ ëîðåíòöåâñêîãî è äîï-
ëåðîâñêîãî êîíòóðîâ ïîäòâåðæäàþò ýòî ïðàâèëî. 
Òåïåðü ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî çàïèñàíî âû-
ðàæåíèå äëÿ s(g) â ñëó÷àå ôîéãòîâñêîãî êîíòóðà.  
 Êîíòóð Ôîéãòà èìååò âèä 
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